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Complément d’algèbre tensorielle:
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Exemple : les coordonnées sphériques
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Suite de l’exemple sur les coordonnées sphériques
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Di�érentielle absolue d’un vecteur.
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Vecteurs vitesse et accélération d’une particule.

Remarque:

Dérivée covariante d’un vecteur v = tenseur d’ordre 2;

ses composantes mixtes sont :
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La ‘tensorialité’ de la dérivée covariante (d’un vecteur) fera l’objet du TD7.

Remarque.

Soit s l’abscisse curviligne d’une ‘fourmi’ (infiniment plate) se déplaçant à vitesse con-

stante le long d’une courbe C = C(yi
) sur la sphère unitaire S2 = S2(�, �) (pour fixer les

choses avec un espace topologique usuel; les yi
sont les coordonnées curvilignes de la fourmi,

c’est-à-dire ici : y1
= �, y2

= �). s représente donc la distance parcourue par la fourmi en

fonction du temps t, à partir d’un point origine. Prenons comme paramètre de la courbe C
l’abscisse curviligne s, on a : yi

= yi
(s). Les équations des géodésiques (plus courts chemins)

s’écrivent donc :

d2yl

ds2 + � l
j k

dyj

ds

dyk

ds
= 0 .

Considérons à présent le vecteur unité u tangent à la courbe C = C(s), et de composantes

contravariantes ui
=

dyi

ds . Par suite de son interprétation cinématique, le vecteur u = ui
ei

est appelé le vecteur vitesse unitaire (avec (ei) la base naturelle). On montrera au TD8

que les équations géodésiques s’écrivent sous la forme générale suivante:

uk�kui
= 0 ,

formule qui fait donc apparaître la dérivée covariante d’un vecteur : �kui
= �kui

+ uj� i
k j .

- 54 - (C. Zaroli, cours 1A–EOST)



Chapter 5. Dérivée covariante, accélération d’une particule, opérateurs di�érentiels

Les composantes (2x) covariantes du tenseur ‘dérivée covariante’ (d’un

vecteur v) sont :
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Dérivée covariante d’un tenseur t (ici t est d’ordre 2).

- 56 - (C. Zaroli, cours 1A–EOST)



Chapter 5. Dérivée covariante, accélération d’une particule, opérateurs di�érentiels

Théorème de Ricci.

Opérateurs di�érentiels.
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Autour du transport parallèle d’un vecteur.

Motivation:

- 62 - (C. Zaroli, cours 1A–EOST)



Chapter 6. Transport parallèle

- 63 - (C. Zaroli, cours 1A–EOST)



Chapter 6. Transport parallèle

Variation le long d’une géodésique.
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Définition.
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Remarque. Ci-dessous on trouvera un support partiel de la démonstration faite en

cours magistral, qui vise à démontrer le système d’équations des géodésiques suivant:
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Plan de la démonstration – (les détails seront donnés au tableau).

Lagrangien et action. Un Lagrangien est une quantité qui décrit l’énergie d’un

système physique : Lagrangien= énergie cinétique � énergie potentielle. L’action est définit

comme l’intégrale de ce Lagrangien, par exemple par rapport au temps t.
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Théorème d’Euler-Lagrange.
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Trouver le Lagrangien.

- 73 - (C. Zaroli, cours 1A–EOST)



Chapter 7. Géodésiques

Remarque :
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Revenons à la paramétrisation plus générale (en fonction de t) :

C’est parti pour les calculs..! – voir tableau !
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On continue les calculs..! – voir tableau !
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Exemple : les géodésiques de la sphère usuelle, S2(�, �)

On ne sait pas, a priori, résoudre ce système d’équations di�érentielles !
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A partir de maintenant, voir aussi les vidéos complémentaires à ce cours !!!
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Idée qui va nous sortir de cette impasse : reparamétrisation du Lagrangien.
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C’est reparti pour les calculs, et les changements de variables ! – voir ci-

dessous.
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... on a donc aboutit aux trajectoires suivies par les ondes de surfaces à la

surface de la Terre. Ou, plus exactement, on aboutit aux trajectoires géodésiques

correspondant à la sphère unité, S2(�, �). On appelle ces trajectoires des (arcs

de) GRANDS CERCLES !!!
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Exemple :
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Polynômes de Legendre (associés)

On cherche les fonctions f(x) solutions de l’équation de Legendre:

En considérant le cas particulier où k = �(�+1), avec � un entier (en pratique

on considère � � 0, les fonctions f(x) solutions sont les polynômes de Legendre,

qu’on note P�(x) (polynôme de degré �). Remarque : Les polynômes de Legendre

sont définis uniquement pour x � [�1; 1] (les points x = ±1 sont des points singuliers

réguliers de cette équation di�érentielle).
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Exemple de polynômes de Legendre, ici notés Pn(x), de degré n � 0 (entier

naturel) , avec x � [�1; 1] (d’après Wiki).

- 92 - (C. Zaroli, cours 1A–EOST)



Chapter 8. Polynômes de Legendre (associés)

Fonction génératrice des polynômes de Legendre.

Démonstration (de la formule précédente).
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Formule de Rodrigues (mathématicien français :)
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Démo (de la formule précédente).
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Exemples de calculs de polynômes de Legendre (il y a plusieurs manières de les

calculer, avec notamment les formules précédentes — mais il y a aussi d’autres formules de

récurrence qui peuvent être très utiles, comme nous le verrons en TD).
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Quelques valeurs particulières des polynômes de Legendre.
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Orthogonalité des polynômes de Legendre.

Remarques. Le terme de gauche de la formule précédente représente le produit

scalaire entre les polynômes P�(x) et Pm(x). Le terme de droite contient le symbole de

Kronecker (zéro ou un). Donc, si les deux polynômes sont de degrés di�érents (� �= m), leur

produit scalaire est nul (donc ils sont considérés comme orthogonaux). On voit aussi que

la norme au carré d’un polynôme de Legendre, P�(x), c’est-à-dire le produit scalaire d’un

polynôme avec lui même,
s 1

≠1 (P�(x))
2 dx n’ait pas égale à un (mais à

2
2�+1). Les polynômes

de Legendre sont donc orthogonaux mais pas orthonormaux.

Démo (de la formule précédente).
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Equation de Legendre associée � Fonctions de Legendre associés P m
� (x), avec

les entiers � et m, avec � � 0 et �� � m � �, et avec la variable réelle x � [�1; 1]. Les

fonctions de Legendre associées P m
� (x) sont des polynômes (appelés polynômes

de Legendre associés) quand l’entier m est pair (à cause du terme (1�x2
)

m/2
dans

la formule P m
� (x) = (1 � x2

)
m/2 dmP�(x)

dxm ). Néanmoins, en général — et aussi dans ce

cours — on parle de polynômes de Legendre associés même quand m est impair.
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En e�et, dans la formule précédente (P m
� (x) = · · · ) on a une dérivée d’ordre (� + m),

donc il faut que � + m � 0, et d’où m � ��, comme rappelé ci-dessous.

Formule utile (pour calculer facilement P ≠m
� à partir de P m

� ).
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Quelques remarques/propriétés.
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Exemple de “polynômes” de Legendre associés P m
� (x) pour un degré � =

0, 1, 2, 3, 4 et un ordre : [1ère ligne] m = 0 (dans ce cas on retrouve les polynômes

de Legendre P�(x)), [2ème ligne] m = 1, [3ème ligne] m = 2 (d’après Wiki).
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On voit donc que les fonctions F (◊, Ï) peuvent s’écrire ‘en gros’ comme un coe�cient (qu’on

note cm
¸ , qui dépend de ¸ et m) multiplié par le produit des fonctions eimÏ

et P m
¸ (cos ◊) —

avec P m
¸ (cos ◊) le polynôme de Legendre Associé pris en cos ◊ (ce qui est possible puisque

P m
¸ (x) est défini pour |x| Æ 1, et que | cos ◊| Æ 1). On note que ¸ est appelé le degré

(entier naturel), et m l’ordre (entier relatif, avec ≠¸ Æ m Æ ¸). Au final, chaque terme

Y m
¸ (◊, Ï) = cm

¸ eimÏP m
¸ (cos ◊) est ce qu’on appelle dans le jargon une harmonique sphérique.

De manière plus rigoureuse, on devrait appeler la fonction Y m
¸ (◊, Ï) une harmonique

sphérique surfacique (i.e. définie à la surface d’une sphère), car le terme harmonique sphérique
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devrait être réservé pour les solutions complètes (i.e. parties angulaire et radiale de l’équation

de Laplace en sphériques). Néanmoins, il est très très courant de faire l’abus de language

d’appeler directement les fonctions Y m
¸ (◊, Ï) (qui sont solutions de la partie angulaire de

l’équation de Laplace en sphériques) les harmoniques sphériques !

Nous déterminerons l’expression des coe�cients cm
¸ dans le TD10 (voir vidéo) corre-

spondant à ce cours. Remarque : par convention le signe de cm
¸ est pris égal à (≠1)

m
.
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Nous verrons un exemple de développement d’une fonction, f(◊, Ï), en série de Laplace

dans le TD10 (voir vidéo).
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