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TD7 — Autour de la dérivée covariante d’un vecteur

— Introduction

La dérivée covariante d’'un vecteur ¥ est donnée par :

{ Vvt = Opvt + va‘,jj
VEV = 8k’UZ — vml“g”l .

(1)

On se propose de démontrer dans ce TD que : les composantes mixtes, \/iv*, et les
composantes covariantes, \/,v;, de la "dérivée covariante d’un vecteur" se transforment comme
celles d’un tenseur d’orde 2.

— Cas des composantes mixtes

Montrer que, lors d’un changement de systéme de coordonnées curvilignes, on a la relation :
Vkvi = Vl@mAAgﬁA;n . (2)

ou le symbole * représente le deuxiéme systéme de coordonnées considéré (souvent noté avec
un ’ (prime) dans le cours), et ou l'on a :

i Ay’ Al g’
Al = t A= —=.

Lors de la démonstration, il faudra notamment prouver ’égalité suivante :

82yi _ 8yi a@l - ayl

dykagi — ogm oyt LI oy

T, (4)

On rappelle la relation du cours suivante qui sera utile (et qui nous avait appris que les symboles
de Christoffel ne sont généralement pas des tenseurs d’ordre 3) :

AL

0, = ALA), ART + A

— Cas des composantes covariantes

Aprés avoir résolu la question précédente, il suffit & présent de montrer que les composantes
covariantes définies en équation (1) s’obtiennent a partir des composantes mixtes par la relation
classique que l'on a vue en cours entre les composantes mixtes et covariantes d’un tenseur du
deuxiéme ordre, c’est-a-dire :

kU = Gil ViV, (6)

ou g; représente les composantes covariantes du tenseur fondamental (ou tenseur métrique).



