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TD6 — Accélération, Christoffel, Laplacien, Divergence

1. Accélération d’une particule (exercice du TD5 à finir)

Une particule se déplace le long d’une trajectoire définie en coordonnées sphériques (r, θ, ϕ).
Déterminer les composantes contravariantes ak de l’accélération a de cette particule pour les
trajectoires suivantes.

(a) La trajectoire est définie par : r = c, θ = ωt, ϕ = π/4 ; où t est le temps. Faire un schéma.
(b) La trajectoire est définie par : r = c, θ = π/4, ϕ = ωt. Faire un schéma.
(c) Calculer, pour les deux types de trajectoires, la norme de l’accélération et montrer qu’on

retrouve la formule : ‖a‖ = Rω2, avec R le rayon du mouvement circulaire.

2. Symboles de Christoffel contractés

Montrer que l’on a la relation suivante (symboles de Christoffel contractés) :
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3. Calcul de l’équation de Laplace en coordonnées sphériques

En coordonnées cartésiennes, dans un espace Euclidien de dimension 3, le problème de Laplace
consiste à trouver toutes les fonctions à trois variables réelles ψ(x, y, z) qui vérifient l’équation
aux dérivée partielles du second ordre :
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Plus généralement, pour n’importe quel système de coordonnées curvilignes, on a la relation :

∆ψ = gij(∂i∂jψ − Γ k
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(a) Calculer les composantes contravariantes gij du tenseur fondamental en coordonnées sphé-
riques (r, θ, ϕ) — [on pourra reprendre les valeurs trouvées au TD5].

(b) Calculer les coefficients de Christoffel de deuxième espèce en coordonnées sphériques — [on
pourra reprendre les valeurs trouvées au TD5].

(c) Ecrire l’équation de Laplace en coordonnées sphériques. Vérifiez que vous obtenez :
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4. Divergence en coordonnées sphériques

En coordonnées cartésiennes (base orthonormée), dans un espace de dimension 3, la divergence
du vecteur −→v = (vx, vy, vz)

t s’écrit :
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Plus généralement, pour n’importe quel système de coordonnées curvilignes, on a la relation :
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Calculer l’expression de la divergence en coordonnées sphériques (r, θ, ϕ), pour un champ de
vecteurs −→v de composantes contravariantes vi dans le repère naturel. On utilisera les expressions
des coefficients de Christoffel de l’exercice précédent.


